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Decisioni in condizione d’incertezza
Le scelte finanziarie hanno natura intertemporale. Le con-
seguenze di decisioni finanziarie producono conseguenze
nel futuro, inoltre questo non è noto: le scelte finanziarie
sono effettuate in condizioni di incertezza. La compren-
sione dei fenomeni finanziari richiede quindi la compren-
sione dei principi che governano il processo decisionale in
condizioni di incertezza.
Il Processo decisionale in condizioni di incertezza
Il problema decisionale di un individuo consiste nella scelta
di un’ azione o mossa (che indichiamo con a) alla data
iniziale, azione le cui conseguenze si realizzeranno ad una
data futura.
Quando vi è incertezza, la Natura sceglie lo stato del
mondo (o stato di natura, o, semplicemente, lo stato),
che indichiamo con s; la conseguenza (o risultato) dell’






a1 x (a1, s1) = 10 x (a1, s2) = 0
a2 x (a2, s1) = 1 x (a2, s2) = 2
Si denoti con p (si) la probabilità con cui la realizzazione




p(si) = 1. Nel nostro esempio i = 1, 2. Ad
ogni data azione (scelta dell’agente) ai corrisponde una
distribuzione di probabilità di conseguenze o risultati:
→→ La scelta d’azione dell’agente consiste nella scelta
di una distribuzione di probabilità.
Più in generale, il problema di scelta di un agente in
condizioni di incertezza consiste nella scelta della dis-
tribuzione di probabilità che l’agente preferisce tra tutte le
distribuzioni a cui può accedere (tutte quelle distribuzioni
che appartengono all’insieme delle sue scelte). In quanto
segue useremo indifferentemente il termine distribuzione
di probabilità e lotteria. Essi sono sinonimi.
Nel nostro esempio, l’insieme delle scelte dell’ agente con-
siste di due distribuzioni:












dove, p1i indica la probabilità con cui il risultato è xi, i =
1, 2....n, nella distribuzione di probabilità P1 (ovvero,
data l’azione a1);












dove, p2i indica la probabilità con cui il risultato è xi, i =
1, 2....n, nella distribuzione di probabilità P2 (ovvero,
data l’azione a2).
Come sceglie un agente tra distribuzioni di probabilità ?
Quanto segue affronta questa domanda.
1.2 Teoria dell’Utilità Attesa (von Neumann e Mor-
genstern)
Si consideri un individuo, si denoti la sua funzione di util-
ità con u(x), dove x indica l’ammontare di risorse utiliz-
zabili a fini di consumo (le risorse da cui l’individuo trae




Si considerino due distribuzioni di probabilità, P1, P2 :
P1 =
(


















dove, pji indica la probabilità con cui le risorse sono pari
ad xi, i = 1, 2....n, nella distribuzione di probabilità Pj.
La Teoria dell’Utilità attesa ci dice che l’individuo in ques-
tione:

























è l’ utilità attesa della distribuzione Pj . La si può













l’utilità attesa è definita dalla aspettativa matematica
delle utilità elementari (le utilità associate ai singoli valori
delle risorse disponibili all’agente, xi)
→→ è la media ponderata delle utilità associate ai sin-
goli valori delle risorse disponibili all’agente, xi, dove i
pesi di ponderazione sono le probabilità secondo cui tali
valori si realizzano.
La Teoria dell’Utilità Attesa ci dice che l’individuo sceglie
tra distribuzioni di probabilità sulla base dell’utilità at-
tesa. Illustriamo l’approccio dell’utilità attesa con alcune
esemplificazioni.
Esempio 1




L’individuo può scegliere alla data 0 tra due azioni i cui
payoffs si realizzano alla data futura 1 e dipendono dalla
realizzazione dello stato di natura alla data 1 :
Stati e Payoffs
Azioni s1 s2
a1 x (a1, s1) = 300 x (a1, s2) = 0
a2 x (a2, s1) = 100 x (a2, s2) = 100
dove
prob(s1) = prob(s2) = 0.5
La teoria dell’utilità attesa ci dice che l’individuo sceglie
a1 se:
E (u(x˜)|a1) > E (u(x˜)|a2)










Questa diseguaglianza NON è soddisfatta, da cui dis-
cende che la scelta ottima dell’individuo è l’azione a2.
Esempio 2





L’individuo ha una dotazione W pari a 100. Alla data 0,
ha accesso a due strategie di investimento:
a) un progetto che richiede 100 alla data 0, e che offre





prob(s1) = prob(s2) = 0.5
b) attività priva di rischio: ogni unità investita alla data
0, offre alla data 1 una unità con certezza.
Cosa sceglie?








Desumiamo che l’esempio è identico all’ esempio 1. La
scelta ottima è allora quella individuata per l’esempio 1,
ovvero l’azione a2 – investimento nell’attività priva di
rischio.
Esempio 3 (Frazionamento del Rischio)





L’individuo ha W pari a 100. Alla data 0, ha accesso a
due strategie di investimento:
a) un progetto che richiede 100n alla data 0, dove n > 1,





prob(s1) = prob(s2) = 0.5
b) un’attività priva di rischio: ogni unità investita nell’attività
priva di rischio, alla data 0, offre alla data 1 una unità
qualunque sia lo stato di natura.
Cosa sceglie ?
Si noti la relazione tra l’esempio 3 e l’esempio 2: l’esempio
3 è il problema di scelta che un investitore affronta quando
il progetto all’ esempio 2 è condivisibile da n investitori
(è frazionabile tra n investitori). L’esempio 3 è identico
all’esempio 2 se e solo se n = 1 – caso di assenza di
frazionamento.












a2 = investire tutto
nell’attività
100 100
Individuiamo la scelta ottima:
L’individuo sceglie a1 (intraprende il progetto) se:















Dopo alcuni passaggi algebrici, abbiamo che la diseguaglianza




Abbiamo allora che se n > 98, ovvero se n >
9
8, la scelta
ottima è l’azione a1, ovvero il progetto è intrapreso. Se
se n = 98, l’individuo è indifferente tra le due azioni; se
n < 98, la scelta ottima è l’azione a2, ovvero l’individuo
investe solo e soltanto nell’attività priva di rischio.
Questo implica che se il progetto è frazionato tra un
numero di investitori n > 1 , allora la scelta ottima
dell’individuo è intraprendere il progetto, ovvero: inve-
stire 100n nel progetto (l’attività rischiosa) , ed il rima-
nente nell’attività priva di rischio. Se il progetto non è
frazionato, ovvero se n = 1, allora la scelta ottima è
non intraprendere il progetto ed investire solo e soltanto
nell’attività priva di rischio.
E’ opportuno soffermarci su questo risultato. Il fraziona-
mento del progetto non modifica la distribuzione di proba-
bilità dei risultati del progetto. Non altera il valore atteso
del payoff nè la sua varianza. Il frazionamento modifica
però la varianza del payoff che il singolo investitore trae
dalla sua partecipazione al progetto:


































La varianza del payoff condizionale all’azione a1 e’ decres-
cente in n. Da cui desumiamo che il frazionamento riduce
il rischio assunto da ogni singolo partecipante. Con il
frazionamento, ogni singolo investitore assume un rischio
minore; tanto più alto è il numero di partecipanti, tanto
più piccolo il rischio che ciascuno si assume.
Questi esempi ci hanno introdotto all’approccio della teo-
ria dell’utilità attesa, al concetto di rischio, al ruolo che
esso svolge nel processo di scelta, ed anche ad uno dei
principi basilari di gestione del rischio: il frazionamento








Non c’è nulla di ”magico” in questa funzione, ma vi sono
due proprietà che essa soddisfa:
la u(x) è crescente e quindi soddisfa il requisito di razion-
alità dell’agente; la u(x) è strettamente concava, ovvero

















è una misura del grado di concavità della u(x); RA(x)
è anche chiamato avversione al rischio assoluta.
Se la u(x) è strettamente concava (ovvero, l’utilità mar-




→→ c’è relazione tra il grado di concavità della fun-
zione di utilità di un individuo e la sua attitudine al
rischio:
Attitudine al rischio
Supponiamo di voler conoscere l’attitudine al rischio di
un individuo. C’è una domanda che potremmo porgli:
D1: posto che puoi scegliere tra una lotteria e l’avere il
valore atteso della lotteria con certezza. Cosa preferisci?
o in alternativa:
D2: quanto sei disposto a pagare per evitare il rischio
connesso alla lotteria?
Chiavi di interpretazione delle risposte a D1, D2
Definizione di Equivalente Certo
L’equivalente certo di una distribuzione di probabilità (o,
lotteria) P è quel valore CEP che soddisfa:
u (CEP ) = E (u(x˜)|P ) (3)
dove
E (u(x˜)|P ) ≡∑
i
piu (xi ) .
Equivalente certo di una lotteria P è quel payoff CEP
che dato all’individuo con certezza offre allo stesso un
livello di utilità, u (CEP ), esattamente uguale a quella
che trae da P , ovvero E (u(x˜)|P ):
l’individuo è indifferente tra l’avere CEP con certezza e
la distribuzione di probabilità P (ovvero, i payoffs incerti
previsti dalla lotteria P ).
→CEP è il prezzo di riserva della lotteria P — il massimo
prezzo che l’individuo è disposto a pagare per la lotteria
P .
NB: l’equivalente certo di una stessa lotteria P può dif-
ferire tra individui. Differisce ogni qualvolta individui di-
versi abbiano funzioni di utilità diverse (come diretta con-
seguenza della (3)).
Definizione di Premio al Rischio
E’ quel valore q (P ) che soddisfa:
q(P ) = E (x˜|P )−CEP . (4)
Il premio al rischio è definito dalla differenza tra il val-
ore atteso della lotteria e il prezzo di riserva (equivalente
certo) della lotteria.
Definizione di Avversione al Rischio
Un individuo è detto:
avverso al rischio se :
E (x˜|P ) > CEP (5)
(il prezzo di riserva per la lotteria è inferiore al valore
atteso della lotteria), o anche:
q(P ) > 0 ; (5.a)
neutrale al rischio se:
E (x˜|P ) = CEP (6)
(il prezzo di riserva per la lotteria è uguale al valore atteso
della lotteria), o anche:
q(P ) = 0 ; (6.a)
è amante del rischio se:
E (x˜|P ) < CEP (7)
(il prezzo di riserva per la lotteria eccede il valore atteso
della lotteria), o anche:
q(P ) < 0 . (7.a)
Equivalentemente:
un individuo è avverso al rischio se per tutte le distribuzioni
di probabilità P (non-degeneri):
E (u (x˜) |P ) < u (E (x˜|P )) ; (5.c)
è neutrale al rischio se:
E (u (x˜) |P ) = u (E (x˜|P )) ; (6.c)
è amante del rischio se:
E (u (x˜) |P ) > u (E (x˜|P )) . (7.c)
L’individuo avverso al rischio preferisce avere il valore at-
teso della lotteria con certezza piuttosto che la lotteria, o
equivalentemente, è disposto a pagare una somma posi-
tiva, pari a q(P ) ≡ E (x˜|P )−CEP , per evitare il rischio
connesso alla lotteria.
L’individuo neutrale al rischio è indifferente tra l’avere il
valore atteso della lotteria con certezza e la lotteria, o
equivalentemente, è disposto a pagare una somma nulla
per evitare il rischio connesso alla lotteria.
L’individuo amante del rischio preferisce avere la lotte-
ria all’avere il valore atteso della lotteria con certezza, o
equivalentemente, è disposto a pagare una somma nega-
tiva per evitare il rischio connesso alla lotteria.
1.4 Concavità della funzione di utilità ed attitudine
al rischio
Si può dimostrare che l’equivalente certo di una lotteria
P può essere approssimato con una funzione del valore
atteso della lotteria, E (x˜|P ), della varianza della lotte-
ria, var (x˜|P ), e dell’avversione al rischio assoluta:
CEP ≈ E (x˜|P )−
1
2
RA(x)V ar (x˜|P ) (8)
dove:




CEP ≈ E (x˜|P )−
1
2
RA(x)V ar (x˜|P ) (8)
Si noti che:
i) se la funzione di utilità è strettamente concava, ovvero
se u”(x) < 0, allora l’equivalente certo (il prezzo di ris-
erva) della lotteria è inferiore al valore atteso della lot-
teria. Ciò tanto più, quanto più alta è la varianza della
distribuzione e quanto più elevata è l’avversione al rischio
(il valore di RA(..));
ii) se la funzione di utilità è lineare, ovvero se u”(x) = 0,
allora l’equivalente certo (il prezzo di riserva) della lotteria
è uguale al valore atteso della lotteria;
iii) se la funzione di utilità è convessa, ovvero se u”(x) >
0, allora l’equivalente certo (il prezzo di riserva) della
lotteria eccede il valore atteso della lotteria.
Nel caso di funzione di utilità esponenziale negativa:





= b , ∀x
ovvero, l’avversione al rischio è costante.
Usando la (8), abbiamo che l’equivalente certo è:
CEP ≈ E (x˜|P )−
1
2
bV ar (x˜|P ) (9)
e se la variabile casuale x˜ è distribuita secondo una Nor-
male, allora la soluzione dell’equazione (3) è esattamente
data dal lato destro della (9), ovvero la (9) non è un’approssimazi
dell’equivalente certo bensì la sua esatta definizione.
Nel caso di funzione di utilità quadratica:










l’avversione al rischio è crescente in x (un’attività ris-
chiosa è un bene inferiore, non propriamente in linea con
l’osservazione empirica).
Usando la (8), abbiamo che l’equivalente certo è:







V ar (x˜|P )
.
Nel caso di u(x) =
√
x:







V ar (x˜|P )
1.5 Dominanza Stocastica
Si suppongano due attività rischiose: A, B. Quando possi-
amo affermare che qualsiasi individuo razionale (preferisce
più a meno) e avverso al rischio preferisce l’attività A? La
chiave di risposta a questa domanda risiede nel concetto
di dominanza stocastica.
Definizione di dominanza stocastica di primo grado:
l’attività A domina l’attività B nel senso di dominanza
stocastica di primo grado se:
FA (x) ≤ FB (x) , ∀x ∈ C (10)
dove Fi (x), i = A,B, denota la distribuzione cumu-
lativa di probabilità; C è l’insieme dei possibili risultati
(rendimenti) delle attività.
Se vale la condizione (10), è necessariamente vero che
E(x|A) ≥ E(x|B), ovvero il valore atteso del rendi-
mento dell’attività A non è inferiore a quello dell’attività
B.
Se vale la (10), allora qualsiasi agente che scelga tra lot-
terie sulla base dell’utilità attesa, preferisce l’attività A
alla B qualunque sia la sua attitudine al rischio.
Definizione di dominanza stocastica di secondo grado:
l’attività A domina l’attività B nel senso di dominanza
stocastica di secondo grado se:
E(x|A) = E(x|B)
e
V ar(x|A) < V ar(x|B)
(12)
Se vale la condizione (12), allora l’attività A è meno ris-
chiosa della B: qualsiasi agente che non ami il rischio
preferisce l’attività A alla B.
QUESITI ed ESERCIZI
1. Si calcolino gli equivalenti certi delle lotterie definite
dalle azioni a1 ed a2 all’esempio 1:




ii) per un individuo la cui funzione di utilità è u(x) :
u(x) = x1/3
iii) per un individuo la cui funzione di utilità è u(x) :
u(x) = x
2. Si consideri un’attività il cui payoff alla data finale è
100 con prob. 0.5 e zero con prob. 0.5. Tale attività ha
un prezzo pari a 50. Un agente avverso al rischio sceglierà
di acquistarla? Se il prezzo fosse 40? Si argomentino le
risposte.
3. Qual’è il prezzo massimo che un individuo è disposto
a pagare per una lotteria ? Può essere inferiore al valore
atteso, e perchè?
4. Si considerino due individui A, B con le seguenti
dotazioni:
B ha una ricchezza W = 300; A ha un’attività rischiosa





prob(s1) = prob(s2) = 0.5
Le preferenze sono descritte come segue:
La funzione di utilità di B è u(x) :
u (x) = x




i) Ci sono scambi profittevoli tra questi individui?
ii) Nell’ipotesi che B abbia tutto il potere contrattuale,
quale saranno i termini dello scambio?
(Traccia della soluzione di 4
Osservazione: nello status quo, A ha un’attività rischiosa
e il suo livello di utilità di status quo è pari all’utilità
attesa della lotteria definita da questa attività.
Osservazione rilevante al punto i):
A, B hanno prezzi di riserva (o equivalenti certi) diversi
per la lotteria che nello status quo è detenuta da A;
Osservazione rilevante al punto ii):
poichè B ha tutto il potere contrattuale sarà in grado di
offrire condizioni di scambio che lasciano la controparte
(l’individuo A) al livello di utilità di riserva (il livello di
utilità che A realizza nello status quo)).
5. Le dotazioni e la funzione di utilità di A sono come
al Problema 5, la funzione di utilità di B è ora identica
a quella di A. Si mostri che la vendita da parte di A a
B del 50% della propria attività ammette prezzi tali che
entrambe le parti stanno meglio rispetto allo status quo
(hanno livelli di utilità più elevati rispetto a quello che
avrebbero se non scambiassero).
(Traccia della soluzione di 5
i) si determinino le utilita’ attese di A e di B di status
quo, ovvero:
A : E (u(x˜)|P )
B : u(W = 300)
ii) si osservi che esiste un prezzo Pr tale che una volta che
B paghi Pr ad A in cambio del 50% dell’attività, entrambi
B ed A ”stanno meglio” rispetto allo status-quo — hanno
entrambi un’utilità attesa più elevata:
A : E (u(0.5x˜+ Pr)|P ) ≥ E (u(x˜)|P )
B : E (u(W + 0.5x˜− Pr)|P ) ≥ (u (W ))
dove, P indica la distribuzione di probabilità (lotteria)
associata all’attività rischiosa che nello status-quo è in-
teramente detenuta da A; u(x) =
√
x per entrambi A e
B).
6. Si consideri un progetto (impresa) che offre alla
data finale 1 un risultato incerto x˜ distribuito secondo





Tale progetto è inizialmente (alla data 0) detenuto da A
(fondatore dell’impresa). Vi sono n individui (investitori)
ciascuno con una funzione di utilità u(y) :
u(y) = −e−by
(la funzione di utilità è una esponenziale negativa).
A vende il progetto alla data 0:
i) Qual’è il massimo prezzo a cui lo vende quando non
è frazionato (è acquistato per intero da uno degli n in-
vestitori)?
ii) A offre n quote, ciascuna da diritto ad un ennesimo
del risultato alla data 1, ovvero ad
x˜
n








ii.1) quante quote acquista ciascun investitore?
ii.2) qual’è il ricavo complessivo di A (il venditore)?
iii) Se anzichè offrire n quote, ne offrisse n′ < n, dove
ciascuna delle n′ quote da diritto ad x˜
n′ :
iii.1) quale sarebbe il prezzo massimo d’offerta di una
singola quota?
iii.2) qual’è il massimo ricavo che il venditore può realiz-
zare offrendo n′ quote, dove n′ < n, ?
iv) Qual’è l’offerta che massimizza il ricavo del venditore?
(ovvero: vende il progetto come al punto i), lo fraziona
in n quote, lo fraziona in n′ < n quote?)
(Traccia della soluzione di 6
- la funzione di utilità e la distribuzione normale ci perme-
ttono di usare l’equivalente certo come definito dalla (9),
che è, dati gli assunti, l’espressione esatta dell’equivalente
certo;
— il prezzo massimo di una lotteria, altro non è se non
l’equivalente certo.
7. Una banca d’investimento considera le modalità di
offerta al pubblico di un’ impresa. Tale impresa offre un
flusso di profitti V˜ il cui valor medio è E(V˜ ) = 100, e la
cui varianza è V ar(V˜ ) = 20. Ogni potenziale acquirente
ha una funzione di utilità tale che il suo equivalente certo






i) Nell’ipotesi che vi sia un solo acquirente potenziale, a
che prezzo sarà offerta l’impresa? ii) Nell’ipotesi che vi
siano 2 acquirenti? Perchè differiscono? iii) Nell’ipotesi
che vi sia un acquirente che ha una propria attività da
cui trae un reddito che è correlato in modo perfettamente
negativo (ρ = −1), a che prezzo sarà offerta l’impresa?
